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Synopsis　Lct　H＝Lσbe　thc　L乙r　decomposition　of　the　general　Hilbert　matrix　H　of
ordcr　n　with　the　entries　hW＝＝1／（xi一ノゴ），　whcreκ1，κ2，…κn，…，ク1，ッ2，…，クn　…are
distinct　numbers，　L　is　a　lower　tr呈angular　matrix　with　entries　Z¢ゴsuch　that　IW＝O　fbr
i＞ゴ，lii＝1　for　uniqueness，　sake，　andσis　an　uppcr　triangular　matrix　with　utf，　such
that　uiゴ＝O　for　i＞ゴ．　And　letルf＝L－1，　and　V＝ひ一1．
　　　Simple　and　n－independeDt　expressions　for　the　entries砺，　Mil’，　ui｝and殉are　ob・
tained　in　the　fo110wing　way．
　　　The　relationσ＝五一IH＝ル侃can　be　considered　as　a　decomposition．Qf・．a，rationl’
釦ncti・n畷ノ）＝uic」　int・partial　fracti・ns　Mkl／（x一ノゴ）＋Mic2／（・2－－」，ゴ）＋……糎副（xic一
ノゴ），thus　uic（ノ）　having　zeros　atク1，．γ凸　…　，クκ＿1（for　aic（ノ1）＝Ukl＝0，…　，　uk（．アκ一’1）．＝uk，　k－1
＝0）and　simple　poles　atκ1，κ2，…，κk』’which　determine　uk（ノ）except　a　constゴnt　factor，
mkj＝Iimク→xic（xj－．ア）uic（ク）the　coefficients　of　1／（η一ノ）in　the　partial　fraction　decom．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆposition of uic（ン）， and　the constant　factor　is　detと加incd　by　the　condition晦形＝1．
　　　Similarly，　lik　and　viic　are　obtained　from　the　relation　L＝H臥
〔はじめに〕
　　ここに言うくL般ヒルベルト行列”
で1），便利のため求めておいた。
のLU分解も，必要な時に，文献などに見出しにくいの
〔定 義〕
　　　　　Xl，　x2，　x3，°”，　Xn，
6ブ成分煽が
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L＋：一，ノ、，蝕，…，．み，…を相異る数の列とする。n次め行列Hの
??
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　　　　　　　l　　　h，d＝
　　　　　κごニア’
と表わされるとき，Hを一般ヒルベルト行列という。Hは逆行列をもつ。　Lを左下三角行列，
Uを右上三角行列として，Hをそれらの積の形H＝＝LUに表わすことを，　LU分解という。
　さらに，M＝L－1，　V＝σ一1とする。すなわち，成分について表わせぽ，
　　　1，ノ＝O，mt」＝0　（i〈」）
　　　πfゴ＝0，Vtゴ＝0　（i＞」）
　　　　　　　皿1砦’㌦i，　。、」　．hi」一一　1
　　　　　　　iC＝1　　　　　　　　　　　Xi　－L））ゴ
　ここで，Lについて条件
　　（A）　　1，d＝1，　（i＝ゴ）
を採用すると，逆行列L－i＝Mの成分についてもmii　＝＝1となり，　LU分解は一意となること
が，容易に示される2）。
　多項式　Xk（の，琉（の，　k＝1，2，……を，
　　　温（t）＝（t一κ1）（t一κ2）……（t一κk），
　　　Y，（の＝（t－！、）（t一ク2）……（t一ツの
とする。
〔結 果〕
Ck＝
とおくと，
一澱＿1（XiC）
　Y，＿1（XiC）
0でない成分は
島＝ノk　nt　Xk、
　　　‘iC
惹一1（Xi）
Y・（Xt） 画一・ e甜一・
　v・k－・11il’lll！、Xk　妾鵠）ド鞠一一Ck舞1錺）
これらの右辺は，Hの次数にはよっていない。
〔証 明〕
σ＝L－1」』r＝M」Hより
　　　　た　　…＝需（　miCiXtニアゴ）一殉’）
　　　　　　　おここにゆ）碧（配碗x一ク）一 　　　　R（ク）
（クーx・）（ンーκ2）…（ンーκの
一瑠・Rωは（k－1）次の
多項式。
2
行列〔1／（Xt一ノ」）〕のLU分解
2rア，，　Pt2，…，　Jk＿1のときUk（クプ）嵩砺＝0より
　　R（ク）＝Ck（ノーツ1）（ノーツ2）…（クークκ一1）＝Ck　Yk－1（ノ）
R（ノ），琉一1（ク）とも（k－1）次であるから，Cicは定数である。よって
（1）（殉）一）禽（鍔）一硫謡ク）
両辺に（Xj－－2）を掛けて約分し，ノ＝κゴとおくと，
　　　　＝－Ck　　 　　（Xj－Xl）…（κd－X」－1）（κf一κゴ＋1）…（Xd－Xic）
　特にブコんのとき　mkk＝1
1＝mkk＝＿Ck　Y・・－1（κの＝＿Cic　y払1（κの．
　　　　　　　澱’（κの　　　　　　　　　x，－1（κの
よって
　　　　　　　　　　舞一1（κの　　　　　　　6iC＝m　　　　　　　　　　Y，－1（κk）
　一方　L＝HU－i　＝＝　HV　から同様に
　　　　　ル　　1・・　－」￥1（　　VikXi「ノゴ）－」・ω
　ここに
（・）乱ω缶弩、）一必鋼
　　　1一隔一㈲一ゐ筆l！書）
　　　　　　　　　＿　　ゐ澱一1（κの　　　＿　　d・　Ck
　　　　　　　　　　　（κiC　一クk）　YiC．一、（κk）　　（ノiC　一　XiC）
よって　d，＝Yκ一Xk
　　　　　　　CiC　．
（2）に（x　一），i）を掛けて約分し，κ　＝＝LYiとおくと
　　v・k　・dk妾留一（舞一Xte　　Ck）㌻器
　　　　（x・’（・）≡曇澱（・））
　　　　　Y，－1（xゴ）
MiCd＝－Ck　　　　　瓦’（XJ）
　　　　（xゴーツ1）（Xゴーッ、）……（Xゴークゴ）……（Xゴーク配一1）
3
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〔おわりに〕
　n次の切片としてHを考えたが，〔結果〕．’lik　nによっていない。すなわち甘，　LドM，σ，
Vはすべて無限行列でよかった。
　また，条件砺＝1をはずせぽ，Cloは0以外，任意でよい。
　Lσ＝Hを成分で書くと
鎖奮1鶏）（・m－xic）Y，－1（クプ） 1
惹（．」，」） Xt『cゴ
同様に
　　　　　ゴLM＝1はΣ
　　　　iC＝i
＆一、（Xi）
Y，（κの
（Xte一ツ左）舞1鶏1）一δ・・
　　　　　ゴML＝1はΣ
　　　　殆＝i
瓦一1（κの
Y，（κの
yゴ＿1（κの　　　　　（xゴニアゴ）＝δij渇くxの
VM＝H－1はΣ
　　　　　産＝max（乞1ゴ）
X，－i（JVi）
Y，’（クの
（x…一・k）鵠ヂ Xn（クの　　　l　　Yn（κゴ）
Yn，（クの．」，t－xゴXn’（xゴ）
などが成立することを示している。
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